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Обобщенная модель периодических последовательностей, 
формируемых над расширенными полями Галуа

Предложена обобщенная модель периодических последовательностей, формируемых над расширен­
ными полями Галуа. Отличительная особенность модели заключается в возможности формирования 
двоичных, троичных, q-ичных, многофазных, многочастотных последовательностей, а также последо­
вательностей, заданных над алфавитом комплексных чисел с целочисленными коэффициентами. Пред­
ложены обобщенное правило кодирования таких последовательностей и обобщенная формула расчета 
периодических корреляционных функций.

Обобщенная модель, периодическая последовательность, расширенное поле Галуа, периодическая  
корреляционная функция, анализ, синтез, M-последовательность

Развитие современных радиотехнических, ра­
диолокационных, навигационных, вычислитель­
ных, космических и других информационных си­
стем тесно связано с применением сложных ш и­
рокополосных ш умоподобных сигналов, свойства 
которых определяют дискретно-кодированные 
последовательности. В настоящее время синтези­
ровано множество семейств последовательно­
стей, формируемых над расш иренными полями 
Г алуа, которые отличаются алфавитом, периодом, 
корреляционными свойствами, методом модуля-

© Гантмахер В. Е., Залешин М. В., 2014

ции, криптостойкостью, помехозащищенностью и 
целым рядом других параметров и характеристик.

Задачам формирования, анализа и  синтеза п о ­
следовательностей посвящено большое число 
фундаментальных исследований. Среди них сле­
дует отметить работы отечественных [1]  и зару­
бежных [2] авторов. А ктуальность темы исследо­
ваний подтверждается регулярным проведением 
Всемирной конференции "Sequences and their ap­
plications"1 и целым рядом публикаций [3], [4].

1 Официальные сайты конференции: http://www.telecom- 
paristech.fr/SETA2010/sequences-applications.htm. 
http://seta2012.uwaterloo.ca/index.html.
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Известные семейства последовательностей син­
тезированы, как правило, для конкретных систем. 
Требования, предъявляемые к таким последова­
тельностям, во многом противоречивы. Например 
последовательности для систем связи, не приме­
нимы для радиолокационных систем с квазине- 
прерывным режимом работы. Задача поиска оп­
тимальных последовательностей для произволь­
ных приложений реш ения в общем виде не имеет.

Аналитический расчет оптимальной много­
критериальной системы представляется чрезвы­
чайно сложной задачей, особенно для многофунк­
циональных адаптивных всепогодных комплексов. 
В этих условиях наиболее разумным и популяр­
ным является создание обобщенной модели, вклю­
чаю щей в себя обширную библиотеку последова­
тельностей с различными параметрами, характе­
ристиками и свойствами. Выбор конкретной п о­
следовательности осуществляется в зависимости 
от назначения системы, приоритетов ее свойств, 
помеховой обстановки.

Под обобщ енной моделью понимается систе­
ма методик формирования, анализа и  синтеза п о­
следовательностей для реш ения широкого спек­
тра прикладных задач. Над простыми полями Га­
луа существуют обобщенные модели семейств по­
следовательностей с заданным набором свойств и 
характеристик [5], [6 ]. Однако применение этих 
моделей в расширенных полях Галуа невозможно 
из-за разной циклической структуры полей, слож­
ности расчета классов степенных вычетов и соот­
ветствующих циклотомических чисел в расш и­
ренных полях. Поэтому задача построения обоб­
щ енной модели над расш иренными полями Галуа 
остается актуальной.

Цель настоящей статьи заклю чается в созда­
нии обобщ енной модели периодических последо­
вательностей, формируемых над расширенными 
полями Галуа.

О бобщ енное п рави ло  кодирован ия перио­
дических последовательностей над р асш и рен ­
н ы м и  п олям и  Галуа. Для достижения поставлен­
ной цели в составе разрабатываемой модели дол­
жен быть блок формирования большой библиотеки 
периодических последовательностей. В математи­
ческой модели таким блоком является обобщенное 
правило кодирования (ОПК) периодических по­
следовательностей, отличающихся периодом, ме­
тодом модуляции и алфавитом символов.

Массив допустимых периодов определяется 
циклической структурой мультипликативных групп 
поля Галуа. Циклические группы предлагается

формировать на основе генераторов М -после- 
довательностей, обладающих оптимально малой 
эквивалентной линейной сложностью.

Пусть GF  ( qm ) -  расш иренное поле Галуа,

5где q = p  -  характеристика расширенного поля 

G F ( q); p  -  простое число; 5 и  m  -  натураль­

ные числа. Число различных символов алфавита 
можно изменять выбором характеристики q  рас­

ширенного поля.

Обозначим {dn } -  M -последовательность пе­

риода L  = qm — 1. Н а основе {dn } сформируем q

двоичных последовательностей (ДП), которые 
назовем "структурными последовательностями" 
(СП), так как они определяют циклическую струк­
туру формируемых последовательностей. СП, со­
ответствующие ненулевым элементам расширяе­
мого поля, определяются следующим образом:

Л г ) 11, dn

10, dn Ф 0г

где x  -  собственно структурная последователь­
ность; г  -  степень первообразного элемента поля 

GF  ( q), которому соответствует СП; n  -  поряд­

ковый номер символов последовательности; 0  -  

первообразный элемент G F ( q). Сформирован­

ные СП имею т одинаковый период L  =  qm — 1 и 

различаются только циклическим сдвигом. Всего 
таких последовательностей q —1 .

СП, соответствующая нулевому символу рас-

ширяемого поля, имеет период 

определяется как

( qm —1) / (  q — 1)

Xn =
1, dn °  0;

0, dn Ф 0.

СП широко используются в известных прави­
лах кодирования для формирования двоичных, 
троичных и многофазных последовательностей с 
различными периодами и корреляционными свой­
ствами [3], [8]. Обобщенное правило кодирования 
периодических последовательностей является ото­
бражением, которое ставит в соответствие каждой 
СП (группе СП) значение амплитуды, фазы, ча­
стоты из определенного алфавита.

Таким образом, ОПК примет вид



T-1 , ч [ (г) _1.
у л =  Z  zr x«r  + p X n = j ! ;  ’ xn ; (1)

Тогда ПВКФ ОП {у п } и  {уП} имеет вид

г =0 IP, Xn = 1.

где zr  и  P -  элементы выбранных алфавитов.

П оследовательности { уп }, формируемые с

помощью ОПК (1), будем называть обобщ енными 
последовательностями (ОП).

М ногообразие формируемых последователь­
ностей определяется циклической структурой по­
ля Галуа, выбранным алфавитом (комбинацией 
алфавитов) и  их объемами. Таким образом, ОПК 
обеспечивает многообразие не только последова­
тельностей, но и методов модуляции.

Расчет периодических корреляционных функ­
ций последовательностей , ф орм ируем ы х н а  ос­
н ове обобщ енного п р а в и л а  коди рован и я . Как 
показано в предыдущем разделе, с помощью одного 
правила кодирования можно формировать огромную 
библиотеку последовательностей с большим набо­
ром различных параметров. Это создает предпосыл­
ку для вывода единой формулы расчета периодиче­
ских корреляционных функций последовательно­
стей, формируемых на основе ОПК.

Найдем ненормированную периодическую вза­
имную корреляционную функцию (ПВКФ) двух ОП.

Под моделирующей последовательностью 
(МП) далее будем понимать последовательность, 
используемую для формирования ОП. Ее элемен­
там и являются символы zr  из ОПК (1).

Теорема. Пусть на основе ОПК сформирова­
ны две последовательности:

T-1 T-1
Уп=  Z z ' r i r ] + P'Xn; Уп = Z zr xn } + Г Х п . (2) 

r=0 r=0

Периоды соответствующих М П совпадают и 
равны произвольному натуральному числу р, де­

лящему разность q  -  1 без остатка. Период ОП в

h  = ( qm - 1 ) /(q - 1) раз больше периода модели­

рую щ ей последовательности.
Г 1*Введем обозначения: [ ] -  операция ком­

плексного сопряжения числа; l  = T/ р (T  = q - 1 ) ;

Rz' z; ( t )  -  ПВКФ М П {zr} и  { z ;} для t  = 0, 1,

р-1 р-1 
1 / \  ' / № \  ' №

.. . ,  р - 1; c  = Z z r , С = Z z ;  -  суммы элемен-
r=0 ;=0

тов М П { zr } и { zr } , соответственно, на одном 

периоде.

„m-1

r y  , /  ( t ) =
❖ —I ❖

R ,  ,  ( t / h ) + b ; [p; ] J - P ;[P; ] , 

t  °  0(mod h);

qm~ ( l c '+ P 0 ( l c ;+ p ; )  - P i P i ,

t  *  0(mod h).

(3)

Для доказательства теоремы воспользуемся сле­
дующей леммой.

Лемма. Периодические корреляционные функ­
ции СП определяю тся как

{x(r) }:-  для

Rr  ( t )  = qm-2 j

-  для {Xn} :

q, t  °  0 (mod L ) ;

0, t  °  0 (mod h ) ;

1, t *  0 (mod L ) v  0 (mod h ) ;

= 1  | q" " 1 " 1  °  0 (m od h );
T {qm~2 - 1, т *  0 (m o d h ).

ПВКФ имеют вид

-  для ^ )} и  {Xn} :

{-2 [ 0, т °  0 (mod h ); 

*  0 (mod h );Rr, x ( t )  = Rx, ;  ( t )  = q" -2

-  для {xn )} и  к к)}:

Rj, к ( t )  = Rj  [ t  - (к  -  j ) h  ]  = R0 [ t  -  (к  -  j ) h  ].

Доказательство вытекает из соответствующих 
свойств M -последовательностей [7].

Доказательство теоремы. Применив ОПК для 
последовательностей (2), получим

1 L-1 * 
RY,У ( t )  =  1 Z  уп [уп + t]  =

1 L-1 

= ‘ Zп=0

( T-1

'  п L 
‘ п=0

Y  T-1

Z  zr xn;  + p; Xn Z  « t + p ;xon
v r=0 л  ;=0

T -  *
Z  zj  [ 4  ] j  ( t ) +

.M =0

on+t

+  ( t ) ( [ p ;]*  c + b i d * ) + b [ p ;  ]* trx ( t )

Из леммы следует, что ПВКФ



Ry ,  / « =

' q ' ^ l R i y  ( I /  h  ̂ ' [ P ' f  ( qm—1 — 1),

1 t °  0 (mod h ) ;

1 qm—2i2z '[ z '] *  + qm—2i  ( d P l *  + [c 'j*  P ') +

+ P l P l *  ( qm—2 — 1), t  Ф 0 (mod h ).

Упростив выражение, получим искомую фор­
мулу (3) ПВКФ ОП. Теорема доказана.

Следствие. ПАКФ ОП является частным слу­

чаем (3) при {уП} = {уП} = {у п } и имеет следую­

щ ий вид:

Ry  ( t )  =

= 1 J qm—1 [lR z  ( t /h )  + |p |2 ]  — |P|2 , t °  0 (mod h ) ;

1 [q m—2 1X + P|2 — |P|2 , ХФ 0 (m od h ).

Согласно (3) периодическую корреляционную 
функцию ОП в полной мере определяет М П, пе­
риод которой в h  раз меньше, что существенно 
сокращ ает необходимый объем вычислений.

Таким образом, доказанная теорема определя­
ет единую формулу для расчета периодических 
авто- и  взаимно корреляционных функций после­
довательностей, формируемых с помощью ОПК. 
Высокая эффективность вычислений по предла­
гаемой формуле обусловлена тем, что расчет кор­
реляционных функций осущ ествляется в расш и­
ряемом поле Галуа, а не в расширенном.

П рименение обобщенной модели д л я  синтеза 
последовательностей с ограничением  н а  значе­
ние бокового лепестка корреляционной функ­
ции. Обобщенное правило кодирования позволяет 
формировать обширную библиотеку последова­
тельностей с различными наборами параметров, 
свойств и характеристик. Периодические корреля­
ционные функции этих последовательностей рас­
считываются по единой формуле, полученной в 
предыдущем разделе. Отсюда вытекает предпо­
сылка к созданию единого алгоритма синтеза п о­
следовательностей с ограничением на уровень 
боковых лепестков их периодических корреляци­
онных функций.

Основным принципом единого подхода к син­
тезу последовательностей является манипуляция 
параметрами ОПК. Алгоритм включает приве­
денную далее последовательность действий:

1. Выбор алфавита.
2. Выбор значения параметра P ОПК по за­

данным характеристикам последовательностей и 
по рельефу корреляционных функций.

3. Определение допустимых значений корре­
ляционных функций ОП.

4. Расчет ограничений на характеристики МП.
5. Выбор моделирующих последовательностей.
6 . Синтез правил кодирования.
7. Определение свойств корреляционных функ­

ций последовательностей, формируемых по каждо­
му из синтезированных правил кодирования.

Проиллюстрируем предлагаемый алгоритм на 
примере синтеза фазоманипулированных последо­
вательностей с одноуровневой ПАКФ г  ( t )  = —1.

1. Пусть синтез проводится над Q-фазным 
алфавитом

A  = {exp[ ( 2 p / Q ) k ]}, k  = 0, 1, . . . ,  Q  — 1.

2 . Выберем значение P  = 1.

3. Д ля расчета допустимых значений корре­
ляционных функций ОП подставим выбранные 
параметры ОПК в формулу (4):

Ry  ( t ) =

1J  qm—1 [lRz  ( t /  h ) + 1] — 1, t °  0 (mod h ) ;

1 \ q m—'2 1c  + 12 — 1, ХФ 0 (mod h ).

Отсюда найдем, что заданный уровень боко­
вого лепестка ПАКФ достигается при 1 =  1  и

J  Rz  ( t )  + 1 = 0;

ll c + 12 = 0 .

4. Найдем ограничения на характеристики М П:
-  уровень постоянного бокового лепестка 

ПАКФ равен г  ( t )  = —1;

-  сумма элементов c  = —1;

-  период равен p = q — 1.

5. Выбор моделирующ ей последовательности 
и ее периода определяется параметрами расш и­
ренного поля Галуа. Д ля разных значений харак­
теристики q расширенного поля найдем М П:

— q = 3: {zr } = [exp ( 2p i/ 3 ), exp (4p i/ 3 )] ;

— q = 5: {zr } = [exp (2 n i/  5), exp ( 4 p /  5), 

exp (8p i/ 5 ), exp ( 6pi/ 5 )];

— q = 7 : {zr } = [exp (2 p i/  7 ), exp (6 p i/  7 ),

exp (4 p i/  7 ), exp (12p /  7 ), 

exp (8p i/ 7 ), exp (10p /  7 )] ;

Из приведенного примера видно, что количе­
ство М П является счетным множеством.



6 . Синтезированные правила кодирования в 
общем виде запишутся как

T—1
уп = Z zr x(nr) + Xn .

г=0

М ногообразие правил кодирования последо­
вательностей с заданными ограничениями на 
ПАКФ определяется выбором М П и СП.

7. М анипуляция моделирующ ими и структур­
ными последовательностями в синтезированных 
правилах кодирования позволяет формировать 
счетное множество ОП с различными алфавита­
ми, периодами и циклическими структурами при 

сохранении одноуровневой ПАКФ с г  ( t )  = —1.
Синтезированные в примере правила кодиро­

вания относятся к последовательностям Люке I-го 
типа [8].

Рассмотренный пример демонстрирует воз­
можности использования обобщ енной модели для 
синтеза последовательностей с ограничением на 
уровень боковых лепестков их периодических 
корреляционных функций. Таким образом, пред­
ложен универсальный алгоритм синтеза, который 
позволяет удовлетворить ш ирокий круг требова­
ний для правил кодирования последовательно­
стей и их корреляционных функций.

Проверка адекватности модели проведена на 
многочисленных примерах формирования и син­
теза семейств последовательностей с различными

параметрами, а также анализа их корреляцион­
ных функций.

В настоящей статье разработана обобщенная 
модель периодических последовательностей, фор­
мируемых над расширенными полями Галуа. Эле­
ментами новизны представленной модели являются:

-  единое правило кодирования, обеспечиваю­
щее формирование обширной библиотеки после­
довательностей с различными алфавитами; мето­
дами модуляции, периодами; циклическими струк­
турами; корреляционными свойствами;

-  простота формирования последовательно­
стей, обусловленная построением расширенного 
поля Галуа на основе генератора М -последова- 
тельности, обладающего оптимально малой ли ­
нейной сложностью;

-  высокая эффективность вычислений, обу­
словленная расчетом корреляционных функций в 
расширяемом, а не в расширенном поле Галуа;

-  применимость модели для расчета и анализа 
корреляционных функций семейств последова­
тельностей, формируемых на основе обобщ енно­
го правила кодирования, поскольку для них полу­
чена единая расчетная формула;

-  возможность применения модели для синте­
за счетных множеств семейств последовательно­
стей с заданным рельефом периодических корре­
ляционных функций.
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Generalized model of periodic sequences created over extended Galois fields
The generalized model of periodic sequences created over extended Galois fields is offered. Its distinctive characteristic 

consists of ability to construct binary, ternary, q-nary, polyphase, multifrequency sequences as well as sequences specified 
over alphabet of complex numbers with integral coefficients. The generalized coding rule for such sequences and the gen­
eralized formula for configuring periodic correlation functions are offered.
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