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Алгоритмы повышения точности восстановления 
дискретных сигналов, заданных на неравномерной 
временной сетке с неизвестными координатами узлов

Представлены результаты исследования алгоритмов восстановления дискретных сигналов, заданных на 
неравномерной временной сетке со случайным временным смещением отсчетов (джиттером). Получены оцен
ки точности методов восстановления различных типов дискретных сигналов: линейного тренда, полиноми
ального тренда и периодического сигнала для равномерного и нормального законов распределения джиттера.

Неравномерная дискретизация, восстановление, интерполяция, аппроксимация, неизвестные 
временные позиции отсчетов

Изучение методов восстановления дискрет
ных сигналов (ДС), значения которых заданы в 
узлах неравномерной временной сетки (НВС) 
(non-uniform sampling, irregular sampling), нача
лось еще в середине прошлого века [1]. ДС дан
ного типа используются, например в спутниковых 
системах связи, в которых причиной возникнове
ния неравномерной дискретизации являются вза
имные перемещ ения абонентских станций и ре
транслятора; в АЦП и ЦАП вследствие вариации 
длительности синхронизирующ их или тактовых 
импульсов [2]; в беспроводных ш ирокополосных 
многоканальных системах передачи [3]; в беспро
водных сенсорных сетях вследствие погрешности 
данных о расположении датчиков и т. д. Описание 
некоторых методов восстановления ограниченных 
по спектру ДС, заданных на НВС, можно найти в 
[4]-[6]. А нализ указанных работ показывает, что 
их авторы неявно предполагают, что временные 
позиции узлов НВС известны точно. П ри этом за
дача восстановления изучаемых ДС по своей п о
становке оказывается аналогичной классической 
задаче интерполяции, методы решения которой 
широко известны [7].

Значительно более сложной оказывается за
дача восстановления ДС в случае, когда положе
ние неравномерных дискретных отсчетов на вре
менной оси точно неизвестно, например вслед
ствие джиттера. Данная задача формулируется сле
дующим образом. Задано множество значений ДС:

где

x i = f  ( t i ) , i  = 1, N ,

(1)

N  -  число отсчетов восстанавливаемого ДС, при

чем Т  -  период дискретизации; тг- е ( - Т / 2 , Т /2) -

случайная величина, точные значения которой не
известны.

Требуется вычислить значения ДС в узлах 
равномерной временной сетки (РВС):

V  = m1Tb  m1 = 1, M x, (2)

где t1 < r|1 < t2 ; T  < T  -  период дискретизации; 

M 1 -  количество узлов РВС.

В описанной постановке задача восстановле
ния значений ДС оказывается принципиально от
личной от задачи восстановления сигнала в про
межуточных точках по таблице значений t i  ,

© Поршнев С. В., Кусайкин Д. В., 2014

x ( t i ) ,  i  = 1, N , когда значения ti известны точно.

Вторая задача вне зависимости от вида времен
ной сетки (равномерной или неравномерной) от
носится к задаче интерполяции. Однако разрабо
танные ранее методы интерполяции при их ис
пользовании для восстановления сигналов, дискре
тизированных на НВС с неизвестными точно коор
динатами узлов, окажутся неработоспособными.

В настоящее время существует ряд методов 
восстановления ДС, заданного в узлах с точно 
неизвестными координатами [8], [9]. Результаты 
их анализа позволяют сделать вывод о том, что
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первый ш аг реш ения задачи восстановления изу
чаемого ДС состоит в определении точных значе
ний координат всех узлов временной сетки, в уз
лах которой заданы значения ДС. Д ля этого по 
тому или иному критерию ищется решение неко
торой задачи глобальной оптимизации. Однако оп
тимизационные методы малопригодны для восста
новления реальных сигналов, поскольку в усло
виях, когда на практике выборка ДС может со
ставлять тысячи отсчетов, оптимизационная задача 
имеет большую вычислительную сложность1. В ре
зультате разработка методов восстановления ДС, 
заданных в узлах временной сетки с точно неиз
вестными координатами узлов, свободных от ука
занного недостатка, оказывается актуальной.

В настоящей статье обсуждены результаты срав
нительного анализа алгоритмов восстановления ДС, 
заданного на неравномерной сетке с джиттером.

А лгоритм ы  восстановления дискретного сиг
нала, значения которого заданы  на неравномер
ной временной сетке с неизвестны ми точно коор
динатам и узлов. Подходы к решению рассматри
ваемой задачи зависят от наличия априорной ин
формации о параметрах джиттера. П ри этом сле
дует различать два случая:

1. Известен закон распределения случайной 
величины (ЗРСВ) тг- и  границы ее области рассе

яния [xmin, ттах  ].

2. Н еизвестен ЗРСВ тг-, но известны границы

ее области рассеяния.
Для первого случая один из возможных под

ходов к  решению задачи восстановления сигнала 
по его дискретным значениям, заданным в узлах 
НВС (1), предложен в [10]. В указанном алгорит
ме вместо НВС (1) значения ДС ставятся в соот
ветствие временной сетке:

{ Q j  = iT  + <5>j  , i  = T ^N , j  = 1 J  (3)

где 5 = | 8г-} -  N -мерные векторы, элементы кото

рых -  случайные числа, выбираемые случайным 
образом из генеральной совокупности с заданным 
ЗРСВ; J  -  число независимых реализаций ансам
блей N -мерных векторов; О  -  символ усредне
ния по ансамблю реализаций. Далее с помощью 
тех или иных методов интерполяции в узлах РВС 
(2) вычисляются значения ДС Хц j , а искомое

1 Более подробный критический анализ данных методов восста
новления ДС является предметом отдельной публикации.

значение сигнала Хщ определяется как среднее 

по ансамблю независимых реализаций:

1 j  ____  ___
Xm1 = J  Z  Xm ,J  ̂  m1 = 1’ M b  j  = 1  J ’

7 j =1

В проведенном авторами исследовании были 
изучены точностные характеристики описанных 
далее алгоритмов восстановления ДС, значения 
которого известны в узлах НВС.

Входными данными алгоритмов являлись:
-  Xi -  множество значений входного ДС в у з

лах НВС (1), i  = 1, N ; T  -  период дискретизации 
отсчетов НВС (1);

-  параметры восстановленного ДС, которые 
выбирались, исходя из требований реш аемой за
дачи: T  -  период дискретизации РВС Цщ (2);

M 1 -  количество узлов РВС ц т (2).

Выходными данными алгоритмов являлись вос
становленные в узлах РВС Цщ значения ДС Ыщ .

А лгоритм  восстановления 1. Алгоритм осно
ван на отнесении значений ДС X i, заданного в узлах

НВС (1), к  узлам РВС iT ,  i  = 1, N , и  в вычислении 
далее с помощью того или иного метода интерполя
ции (например, линейной) значений ДС в узлах вре
менной сетки (3). Такой подход наиболее очевиден 
при решении задачи восстановления сигнала, задан
ного на НВС с неизвестными значениями координат.

Д анный алгоритм реализуется нижеприведен
ной последовательностью действий.

1. Задание РВС (2).
2. Восстановление с помощью того или иного 

метода интерполяции (например, линейной) зна
чений ДС в узлах РВС (2) на основе табличных 

значений сигнала [iT , x i ].

А лгоритм  восстановления 2. Алгоритм (рис. 1) 
основан на вычислении координат узлов НВС (1) 
с помощью аппроксимации сигнала по методу 
наименьших квадратов (МНК).

Алгоритм реализуется нижеприведенной по
следовательностью действий (см. рис. 1).

1. Задание РВС (2) (блок 1).

2. Инициализация массива Уг- = iT , i  = 1, N  

(блок 2).
3. Инициализация счетчика цикла итерационной 

процедуры алгоритма (блок 3 ) 1  = 1, L  ( L -  число 
итераций, задается из условий конкретной зада
чи). На каждом шаге итерации используются об
новленные значения Уг-, которые с каждой сле-



Рис. 1

дую щ ей итерацией приближаются к  истинным 
значениям координат ДС. В итерационном цикле 
выполняются следующие процедуры.

за. Создание массива g i , i  = 1, N , для хранения 

уточненных значений узлов новой НВС (блок 4).
зб. И нициализация вложенного цикла после

довательных сдвигов локальной области аппрок
симации в смысле М НК по K  точкам на основе 
таблицы значений [v , , х, ] (блок 5). Тело цикла 

выполняется N  -  K  раз.
3 в. Создание локальной РВС на интервале 

[t^ -  Т1 / 2; th + Т1 / 2] (блок 6):

Xm2 = vh - Т  + m jT1, m 2 = 1, M 2 . (4)

3г. Вычисление значений аппроксимирующего в 
соответствии с МНК полинома um^ , построенного

по K  точкам на основе табличных значений [v, , x, ] ,

i  = 1, N , в узлах локальной РВС xm2 (4) (блок 7).

Рис. 2

3е. Нахождение значения полинома иk , наи

более близкого к отсчету ДС на интервале ап
проксимации, абсцисса которого принимается за 
новое значение временной сетки v , (блок 8) и  за

носится в массив g: gh  = Xk (блок 9).

4. Формирование новой временной сетки 
Vi = g i , (блок 10), в узлах которой в следующем 

цикле итерации вычисляются значения um2 .

5. Восстановление с помощью интерполяции 
(например, линейной) значений дискретного сиг

нала um1 в узлах РВС r  m1 (2) на основе таблицы

[v i , xi ] (бл °к  11) .

А лгоритм  восстановления 3. Алгоритм (рис. 2) 
фиксирует значения ДС в моменты iT  -  Т /2  и

iT  + Т / 2 ,  i  = 1, N , и  формирует отсчеты ДС в у з

лах РВС r m1 (2) усреднением соседних значений.

А л го р и тм ы  оцен ки  точности  восстан овле
н и я  дискретного  си гн ала . Для оценки точности 
восстановления исходного сигнала использова
лось отношение мощ ности сигнала к  мощ ности 
ошибки восстановления:

Ё smi

V = 10log (5)

Ё ( smj -  umj ) 
mj=1

где sm1 -  значения исходного сигнала, вычислен

ные в узлах РВС r m1 (2); um -  восстановленный 

сигнал в узлах РВС r  m1 (2).



Рис. 3

В связи с тем, что т, (1) является случайной 

величиной, для повышения достоверности оценок 
точности восстановления сигналов в соответствии 
с описанными ранее алгоритмами применялся ме
тод М онте-Карло, реализованный алгоритмом 
(рис. 3), включающим следующие операции:

-  задание отсчетов ДС sm  ̂ = f  (m1T ) в узлах

РВС Цщ1 (2) (блок 1);

-  инициализация счетчика цикла шагов мето

да М онте-Карло: j  = 1, N, где N -  число стати

стических испытаний (блок 2);
-  вычисление значений восстановленного 

сигнала u jm  по тестируемому алгоритму вос

становления ДС (блок 3);
-  определение погреш ности восстановления 

сигнала на j -м шаге метода М онте-Карло y j  (5)

(блок 4);
-  вычисление усредненной по ансамблю реа

лизаций погреш ности \j/ восстановления ДС, за

данного в узлах РВС Цщ  (2) (блок 5).

Т еорети ческое обоснование эф ф екти вн ости  
алгори тм ов. Проведем теоретическое обоснова
ние рассмотренных ранее алгоритмов восстанов
ления дискретного сигнала на примере восста- 
давления линейного тренда.

Алгоритм восстановления 1 основан на непо
средственном восстановлении сигнала по таблице 

[iT , Xi ]. Определим погреш ность данного алго

ритма при восстановлении линейного тренда. Ес
ли точные значения координат узлов сетки неиз
вестны, необходимо соотнести значения сигнала 
Xi с узлами РВС. Данный сигнал без джиттера 

определяется формулой

X  = a iT  + b, i  = 1, 2, . . . ,

где Xi -  значения ДС, вычисленные в узлах вре

менной сетки iT  без джиттера;

a = (  Xi +1 -  Xi ) / T ;

ь = Xi+1 - [ ( ^^+1 -  щ ) / T  ] (i + 1) T  = щ ( i  + D - iXi +1

-  коэффициенты линейного тренда.
Тогда интерполированное значение в точке iT  

определяется через значение в этой точке интер
полирующ ей прямой, построенной по значениям

i T , Xi = a  ( iT  + т ,) + b

и

( i  + 1) T , Xi+1 = a  [ ( i + 1) T  + xi+1 ]  + b :

Ы1 = [  ci + ci (тг-+1 -  г,-) / T  ] iT  +

+ b + a ( i  + 1) t ,  -  aiTi+1 =
= a iT  + b + a ( + 1  -  г ) i  +

+ a ( i  + 1 )t, -  aiT,+1 = X, + ат, .

Алгоритм оценки точности восстановления 
сигнала предполагает использование на каждом 

из отрезков [iT , (i + 1) T  ] значений коэффициентов 

прямой, усредненных по ансамблю реализаций:

(Щ )  = Е ( X  + ai Ti ) = Xi + Е (ai Ti ) ̂

где Е (0 -  оператор математического ожидания.
Отсюда следует, что интерполированное зна

чение определяется суммой истинного значения XXi

и погрешностью Е ( а ,т ^ . Этот алгоритм восста

новления сигнала с неизвестными значениями ко
ординат узлов является тривиальным и не устра
няет ошибки, обусловленные джиттером. Поэтому 
следует ожидать, что он будет иметь невысокую 
точность по сравнению с другими алгоритмами.

Алгоритм восстановления сигнала 2 основан 
на вычислении значений координат узлов t; не

равномерно дискретизированного сигнала локаль
ной аппроксимацией по МНК. Интерполяция в 
данном случае осуществляется по таблице 

[X ; X; ] . Погрешность этого алгоритма зависит от 

того, насколько значения сформированной вре



менной сетки t; близки к значениям t; (1). Если 

точные значения координат узлов временной сетки 
неизвестны, восстановление сигнала производится 

по таблице [iT , X; ]. Однако можно считать, что

экспериментальные данные получены со значи
тельной погрешностью. Поэтому применение ап
проксимации должно повысить точность данных.

Алгоритм восстановления сигнала 3 основан 
на вычислении значений сигнала в точках iT  + Д 

и iT  -Д .  В качестве Д принято значение Т / 2. 

Отсчет сигнала в точке iT  определяется как зна
чение в этой точке интерполирующ ей прямой:

0.5 uU I+ и121m-1 т-1 (см. рис. 2, блок 4). В случае, ко

гда случайные величины Т; и  Т;+1 имеют поло

жительный знак, а величина Т ;-  имеет отрица

тельный знак, интерполированное значение в 
точке iT  определяется как

ит1 = 0.5 »(1 )+ 1т-1 т-1

= X  + a  Т;/2 + аТ;+1 /4 -  а  Тi - 1/ 4 , 

т. е. является суммой истинного значения X, и  по

греш ности ЙТ; /2  + ЙТ;+1/4 -  аТ;^  /4 .

Алгоритм оценки погрешности восстановления 
сигнала 3 предполагает использование на каждом из 

отрезков [ ;т , (; + 1) т ]  значений коэффициентов 

прямой, усредненных по ансамблю реализаций:

( ищ )  = Е ( Xi + аi т; / 2 + а; Т+1/4 -  аi Т; - 1/ 4 ) =

= xi + Е (а; Т; )/ 2 + ( ( а;т;+ 0  -  Е ( а;т;- 0  ) / 4 =

= X + Е ( а  т0 / 2 .

Отсюда следует, что погрешность алгоритма 3 в 
два раза меньше, чем алгоритма 1. В случае если
все три случайные величины Т;- 1, Т; и  Т;+1

имею т одинаковые знаки, погреш ность алгоритма 
3 будет такой же, как и у  алгоритма 1.

Таким образом, точность восстановления дис
кретного сигнала, заданного на неравномерной 
временной сетке с неизвестными значениями ко - 
ординат узлов, в соответствии с алгоритмами 2 и 3 
оказывается выше по сравнению с восстановлением 
сигнала в соответствии с алгоритмом 1.

А н ал и з точности  во сстан овлен и я  сигналов , 
д и скред и ти рован н ы х  в  узлах  н еравн ом ерн ой  
врем ен н ой  сетки  с н еи звестн ы м и  зн ачен и ям и  
координ ат узлов. В вычислительных эксперимен

тах в качестве т; использовались случайные чис

ла, генерируемые в соответствии с равномерным 
законом распределения и областью рассеяния слу

чайной величины [-0 .5 , 0.5], а также случайные 

числа, генерируемые в соответствии с нормальным 

законом распределения N  [о , 1/ (3\/Г2 ) ]  . Количе- 

ство шагов метода Монте-Карло составляло 500; 
M 1 = 800. Для восстановления ДС применялся 

метод линейной интерполяции.
Для гармонического сигнала в качестве Т;

использовались случайные числа, генерируемые в 
соответствии с равномерным законом распреде
ления и областью рассеяния случайной величины 

[ - 0 .01, 0 .01], а также случайные числа, генериру

емые в соответствии с нормальным законом рас

пределения с N  [о , 0 . 0 2 / ) ] .  Количество ша

гов метода Монте-Карло равнялось 100, M 1 = 800. 

Число отсчетов исходного сигнала 100, безраз

мерная частота сигнала f  = 0 .1.

Анализ точности восстановления линейного 
тренда. В табл. 1 представлены статистические 
параметры (среднее значение ц, среднеквадрати
ческое отклонение о) отнош ения мощ ности сиг
нала к мощ ности ош ибки восстановления у  (5) 
для восстановления линейного тренда x ( t ) = 0 .1t , 

заданного в узлах НВС. При реализации алгорит
ма восстановления 2 использован полином пер
вой степени, размер области локальной аппрок
симации пять точек, L  = 10.

Таблица 1

Алгоритм
восстановления

ЗРСВ Т;
равномерный нормальный
ц о ц о

1 28.3 1.7 38.2 2.1
2 34.9 5.1 44.7 4.6
3 30.7 2.5 38.3 2.1

Из табл. 1 видно, что вне зависимости от ЗРСВ 
Т; наибольшую точность восстановления (сред

нее значение ц) имеет алгоритм 2. Точность вос
становления линейного тренда при нормальном 
ЗРСВ Т; выше, чем при равномерном. П олучен

ный результат объясняется тем, что в эксперимен
те среднеквадратическое отклонение нормального 
закона распределения <jg случайной величины 5

выбиралось из условия 3ст = Д /у / Л , где Д -  раз

мер области рассеяния случайной величины 5 с рав
номерным законом распределения. При этом область 
рассеяния случайной величины 5, в котором уклады-



Таблица 2

Алгоритм
восстановления

ЗРСВ т;
равномерный нормальный
Ц о о

1 21.8 2.5 31.9 3.2
2 27.6 4.7 36.9 4.3
3 23.9 3.4 31.9 3.1

Таблица 3

Алгоритм
восстановления

ЗРСВ т;
равномерный нормальный

о Ц о
1 25.0 0.4 34.2 0.9
2 29.0 1.0 37.1 1.0
3 27.1 0.8 35.0 0.7

вается 97.4 % всех случайных чисел (эффективный 

размер джиттера) составляет 2<jg = Д3л/3. При рав

номерном ЗРСВ 5 эффективный размер джиттера 

равен Д, т. е. в 3л/3 раза больше, чем при нормаль
ном законе распределения.

Анализ точности восстановления полиноми
ального тренда. Рассмотрим результаты восста
новления полиномиального тренда

X ( t ) = 3t + 2 t + 1 + 0.5, 

значения которого были вычислены в узлах дискрет

ной временной сетки t; = i  + т , , i  = 1, 10 (табл. 2). 

При реализации алгоритма 2 использован полином 
третьей степени, размер локальной области ап
проксимации составил семь точек (что определя
лось типом сигнала). Количество итераций L  = 10.

Так же, как и в предыдущем эксперименте, ока
залось, что наибольшую точность восстановления 

(среднее значение ц) вне зависимости от ЗРСВ т, 

имеет алгоритм 2. Точность восстановления полино
миального тренда при нормальном ЗРСВ т, оказы

вается выше точности при равномерном ЗРСВ.
Анализ точности восстановления периодического 

сигнала. Рассмотрим результаты исследования точ
ности восстановления периодического сигнала вида

X ( t) = 2 sin ( 2%fc t) + 1.2 cos( 2^0.5 f ct ). (6)

В проведенных вычислительных эксперимен
тах были использованы значения дискретного сиг
нала, вычисленные в узлах временной сетки:

t; = iT  + T;, i  = 1, 100, 

где т; е [ - Д / 2 , Д /2] ; Д < T  -  размах джиттера.

Значения периодического сигнала (6) на ука
занной сетке определялись следую щим образом:

X(t; ) = 2sin [27tf ( i  + T ;/T )]  + 1 .2 c O s [ f  ( i  + T ;/T )]  ,

где f  = f cT  -  безразмерная частота дискретиза

ции. Вариация безразмерной частоты, вызванная 
случайной величиной т , , принималась равной

f  e [ - 0 . 5 f ;  0.5 f  ].

Результаты моделирования приведены в табл. 3. 
При реализации алгоритма 2 использовался поли
ном пятой степени, размер области локальной ап
проксимации семь точек. Число итераций L  = 10.

Из результатов экспериментов следует, что 
при равномерном и нормальном ЗРСВ т, наи

большую точность восстановления имеет алго
ритм 2. Средние значения ц при нормальном 
ЗРСВ T; выше, чем при равномерном законе.

Таким образом, анализ результатов исследова
ния на основе статистического моделирования ал
горитмов восстановления дискретных сигналов, за
данных на НВС, точные значения узлов которых 
неизвестны, показал, что точность восстановления 
линейного тренда, полиномиального тренда и пе
риодического сигнала оказывается наиболее высо
кой при использовании алгоритма локальной ап
проксимации 2. Главным условием эффективного 
применения указанного алгоритма является удач - 
ный выбор размера локальной области и степени 
полинома. Для повышения эффективности алго
ритма целесообразно применение нескольких эта
пов аппроксимации с разными размерами локаль
ной области и  степенями полинома.
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