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Моделирование возбуждения спинового эха 
импульсами с произвольным законом модуляции

Рассмотрен метод решения уравнения движения вектора намагниченности в импульсном магнит­
ном поле с произвольным законом модуляции на основе ступенчатой аппроксимации комплексной огиба­
ющей. С использованием этого метода проведено моделирование возбуждения сигналов спинового эха 
импульсами с амплитудной и амплитудно-частотной модуляцией.
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переходная матрица

Поведение вектора намагниченности во внеш­
нем магнитном поле описывается уравнениями 
Блоха [1]-[3]. Если длительности импульсов воз­
буждения х ^  71, T2 , где TJ, T2 -  времена про­

дольной и поперечной релаксации соответственно, 
то процессами релаксации можно пренебречь. Тогда 
уравнение движения вектора намагниченности изо- 
хроматы во вращающейся с частотой юд системе 

координат можно представить в виде

dM  (d ; n ) = F  ( t , n ) M  (t, n ) ,
dt

(1)

где

M  ( t , n )  =

M  (t, n )

M l * ( t , n )  

M z ( t , n )

-  вектор намагниченности; n  = ю -  юд -  расстрой­

ка частоты ю относительно несущей частоты ра­
диоимпульса юд, совпадающей с центральной ча­

стотой неоднородно уширенной линии поглощения;

F  ( t , n )  =

i n  0 - iR  ( t )

0 - i n  iR  * ( t ) 

- iR  * ( t ) / 2 iR  ( t ) / 2 0

, (2)

причем M , M  -  комплексные поперечные ком­

поненты вектора намагниченности; M z -  его 
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продольная компонента; R  ( t ) = yB ( t ) -  ком - 

плексная огибающая импульса возбуждения, вы ­
раженная в единицах круговой частоты (у -  гиро­

магнитное отношение; B  -  комплексная попе­
речная компонента вектора магнитной индукции);
м#м

-  символ комплексного сопряжения.
Формальное решение (1) при заданном на 

симметричном интервале И ^  х /2 импульсе R  ( t ) 

в матричном виде:

M  (х / 2 , n )  = A  (х / 2 , - х /  2 , n )  M  ( - х /  2 , n ) ,  (3)

где M  ( - х /  2 , n )  -  вектор начальных условий для 

момента начала импульса; A  (х /2 , - х /2 , n )  -  пе­

реходная матрица состояния системы для момен­
та окончания импульса.

Уравнение (1) представляет собой систему 
линейных дифференциальных уравнений с пере­

менными в общем случае коэффициентами R ( t) 

и  R * ( t). Точное аналитическое решение (1) уда­

ется получить только при R ( t ) = const, т. е. для 

простых радиоимпульсов с прямоугольной оги­
бающей. Также точное аналитическое решение 
можно найти в случае кусочно'-постоянных коэф­
фициентов, например при возбуждении фазома- 
нипулированными импульсами [4]. В [5] предло­
ж ен метод решения уравнения (1) для импульсов 
с линейной частотной модуляцией (ЛЧМ) на ос-



нове ступенчатой аппроксимации линеиного за­
кона изменения частоты.

В настоящей статье решение системы (1) на 
основе ступенчатой аппроксимации обобщ ается 
на случай произвольного закона модуляции им­
пульса возбуждения.

В общем случае импульс возбуждения дли­
тельностью х с произвольным законом модуля­

ции может быть представлен в виде r  ( t ) = 

= R ( t ) c o s T ( t ) , где R (t)  -  закон изменения ам­

плитуды импульса при амплитудной модуляции 
(АМ); T ( t ) -  полная фаза. В полной фазе обыч­
но выделяю т линейно изменяю щую ся со време­

нем компоненту y ( t ) = r a g t  + 0 ( t ) , где 0 ( t ) -  

угловая модуляция импульса (частотная модуля­
ция (ЧМ) или фазовая модуляция (ФМ)). Тогда 
комплексная огибающ ая импульса, фигурирую­

щая в (1), имеет вид R ( t ) = R ( t )exp[z'0(t)]. По 

известной полной фазе можно определить мгно­
венную частоту импульса

ra(t) = d  у / dt = rag + d  0 / dt = rag + Ara(t),

где Ara( t ) -  отклонение мгновенной частоты от 
несущей.

Для реш ения системы (1) проведем ступенча­
тую аппроксимацию параметров импульса воз­
буждения с шагом At, удовлетворяющим теореме 

отсчетов Котельникова At < 2 , где f  -  гра­

ничная частота спектра функции R ( t ) . П ри этом 
длительность импульса х делится на 2N  +1 ин­
тервал, на каждом из которых задаю тся значения 
Rn = R (n A t) , 0n = 0 (n A t ) и  Aran = Ara(nAt) , n = 

= -  N , -  N  +1, . . . ,  N.

Переходная матрица состояния в (3) определяет­
ся последовательным перемножением переходных 
матриц элементарных импульсов с учетом законов 
изменения их параметров от импульса к  импульсу:

А = A'n a n  ■■■ а ПAn •••А- N A- N , (4)

где An -  переходная матрица, соответствующая 

элементарному импульсу. Поскольку переходная 

матрица элементарного импульса An построена в 

его собственной системе координат, вращ аю щ ей­
ся с частотой ran = rag + Aran , для перехода в об­

щую систему координат, вращаю щую ся с несу­

щ ей частотой rag, необходимо каждый раз дом- 

ножать Ап на диагональную матрицу An с эле­

ментами а! 1 = а '22 = exp (-/'Aran At); а3 3 = 1.

Элементы матрицы An имею т вид

а22 = а11  =

= R  + (  + 2 d 2  ) cos PnAt . d n sin PnA t;
' + I-

pn2рП

7* = „ = Rn - 2  l  pnAt I .
а21 = а12 = "p2  [ ~ Y ~ ) ;

* _ 2Rnd n - 2  fP n A 1 . Rn s in PnA t. (5) 
а23 = а13 = -----2— sin 1------- | -  г-----------------

р П Pn

„* „ Rnd  sln2 f  pnAt 1 ■Rn sin pnA t. 
а32 = а31 = _ ^ sin 1 ^ — I-  ■----------------

Pn 2Pn

а33 =
d j  + R2  cos pn At

P2 :

где

d n = d - A r a n ; Pn =^lRn + d n ; Rn = Rn exp (.Фп ) ,

причем фп -  начальная фаза элементарного ра­

диоимпульса. П ри ступенчатой аппроксимации 
закона изменения частоты Aran фаза комплексной 

огибающ ей 0 ( t ) , интегрально связанная с часто­

той, аппроксимируется кусочно-линейными функ­
циями. При этом фп = 0 n -  ArannAt.

Комплексная огибающая сигнала двухимпуль- 
сного эха находится интегрированием всех изо­
хромат с весами, определяемыми функцией низко­
частотного эквивалента неоднородно уш иренной 
линии поглощения g  (d ) с шириной Ara^ [6]:

M e ( t ) = M 0 j  g  ( d )  } ( d )  а213) ( d )  X„(1),

x  exp z'dl t -  2t2 + — d  d , (6)

где Mg -  равновесное значение вектора намагни­

ченности; J j i ) (d ) , t j , хj , j  = 1, 2 -  элемент

переходной матрицы, задержка и длительность 
для j -го импульса возбуждения соответственно.

Комплексная огибающая трехимпульсного (сти­
мулированного) эха определяется выражением [7]

MMst ( t )=  M 0 j  g ( d )  а ^ ^ Ц ^ ^ )  ( d )  x  

х1 + х2 -  х3 '
x  exp ■d l t - 13 - 12 +- d  d . (7)

00



После подстановки вычисленных в явном ви­

де на основе (4) и (5) элементов матриц A( j) в 
выражения (6) и (7) получают комплексные оги­
бающие эхосигналов.

В отличие от известных пакетов Mathcad и 
Matlab, позволяющих численно решать системы 
дифференциальных уравнений для одной частоты 
неоднородно уширенной спиновой системы, пред­
ложенный метод дает аналитическое решение сра­
зу для всего диапазона частот. Кроме того, исполь­
зование аппарата переходных матриц состояния 
позволяет определять отклик, соответствующий 
рассматриваемому эхо, а не полному отклику спи­
новой системы. В результате предложенный метод 
характеризуется большей скоростью вычислений.

Для иллюстрации предложенного метода про­
ведем моделирование возбуждения стимулиро­
ванного спинового эха. Объект моделирования -  
тонкие ферромагнитные пленки кобальта с резо­

нансом ядер 59Co. Эти пленки имеют централь­
ную частоту линии поглощения 216 МГц при ши­
рине А /  = 10 МГц. Неоднородно уширенная ли­

ния поглощения g  (n ) моделируется гауссовской 
функцией со среднеквадратическим отклонением

7
стg = 10 % рад/с. При определении переходных

матриц импульсов с модуляцией принято 
2 N  +1 = 201.

На рис. 1 представлены огибающие импуль­
сов возбуждения двухимпульсного спинового эха 
(кривые Me (t ) ). На рис. 1, а  представлен алго­
ритм возбуждения, соответствующий зеркальной 
задержке первого импульса [6], [7]. В качестве 
этого импульса взят импульс с линейно спадающей 
амплитудой (АМ) R1 (t) = Rimax (0.5 - 1/х1 ) с па-

Рис. 2

раметрами: R1max = 5 • 105 рад/с, х1 = 2 мкс,

01 (t) = 0. Второй импульс /?2 ( t) имеет оптималь­

ную амплитуду, соответствующую а ,2 = R2X2 = 

х2 = 0.1 мкс, 02 (t) = 0. Нормированная на M 0 

огибающая двухимпульсного эха (6) представлена 
на рис. 2 (кривая 1). Указанные параметры перво­
го импульса соответствуют малосигнальному ре­
жиму, при котором нелинейные искажения еще 
слабо проявляются и эхо повторяет форму исход­
ного сигнала в зеркальном виде с задержкой на 
время 2t2 (рис. 1, а).

Если поменять местами первый и второй им­
пульсы (рис. 1, б), то форма эха будет соответство­
вать автосвертке второго импульса (рис. 2, кривая 2). 
В этом случае а ,1 = %, поэтому необходимо изме­
нить параметры короткого импульса:

а,1 = Л^1 = %/2, 02 (t) = 0, 01 (t) = %/2.

В заключение рассмотрим результаты моде­
лирования возбуждения трехимпульсного (стиму­
лированного) эха импульсами со сложным зако­
ном модуляции АМ-ЛЧМ (рис. 3). Для создания 
переменного магнитного поля использован па­
раллельный резонансный контур, в катушке ин­
дуктивности которого расположено возбуждаемое 
вещество. Контур является нагрузкой усилителя, 
на вход которого поступает радиочастотный им­
пульс с несущей частотой ю0, равной резонанс­
ной частоте контура. Низкочастотный эквивалент 
модуля коэффициента передачи резонансного 
усилителя имеет вид

K  (n ) = K max А /1 + (20n/® 0 )2 , (8)

где Kmax -  коэффициент усиления усилителя на
резонансной частоте; Q  -  эквивалентная доброт­
ность контура.

В процессе моделирования рассмотрен алго­
ритм возбуждения трехимпульсного эха, когда на
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вход резонансного усилителя поступает напряже­
ние в виде ЛЧМ -импульса

u ( t ) = U  cos (ragt + M-t 2 Д ) 

с комплексной огибающ ей

U  ( t ) = U  exp (/' Mt2 / 2) , 

где U  -  амплитуда импульса; ц = 2ю хj ; 

И ^  х j  j 2; га,} -  девиация частоты. Н а интервале 

действия импульса его частота меняется по ли­

нейному закону: ra (t) = ао  + Mt (рис. 3, ш трихо­

вые линии).
На выходе усилителя из-за неравномерности 

амплитудно-частотной характеристики возникает 
амплитудная модуляция в соответствии с (8):

Uout ( t ) = Umax/ -^1 + ( 2 Q Mt/ а 0) ,

где Umax -  амплитуда в центре импульса. Таким 

образом, исходный ЛЧМ -импульс с постоянной 
амплитудой приобретает на выходе резонансного 
усилителя амплитудную модуляцию. М агнитное 
поле, возбуждающее вещество, создается током, 
протекающим через катушку индуктивности кон­
тура. П ри Q  » 1  форма тока совпадает с формой 

напряжения на контуре. В результате комплексная 
огибающ ая АМ -ЛЧМ -импульса, определяющая 
элементы матрицы F  ( t , Q ) (2), имеет вид

R (t  ) = Я / 1 + ( 2 Q Mt/ а о )2 exp (  V 2)

где R  -  максимальное значение амплитуды в цен­
тре импульса.

На рис. 3, а  представлены огибающие трех АМ- 
ЛЧМ-импульсов R i, Я2 , Я3 и стимулированного

эха M gt. Параметры импульсов возбуждения:

Ri = 5 -105 рад/c ,  Я2 = R3 = 1 .5 -106 р ад /с ; 

xi = 10 мкс, Х2 = Х3 = xi / 2 ; t2 = 8 мкс,
12 / 2

t3 = 14 мкс; M1 = 2 л - 10 р а д /с  , M2 = M3 = 2Ц1.

Девиация частоты = 10 л  р ад /с  одинако­

ва у  всех трех импульсов и равна ширине неодно­
родно уш иренной линии. Эквивалентная доброт­
ность контура Q  = 20, что соответствует одина­

ковой полосе частот неоднородно уш иренной ли­
нии и резонансного контура. Нормированная на 
M 0 огибающая стимулированного эха (7) пред­

ставлена на рис. 4 (кривая 2). Д ля сравнения на 
рис. 3, б представлены огибающие имеющих те 
же параметры возбуждающих ЛЧМ -импульсов в 
отсутствие А М  и получаемая при этом нормиро­
ванная огибающая. Амплитуды импульсов равны 
максимальным амплитудам АМ -ЛЧМ -импульсов 
на рис. 3, а. Нормированная огибающ ая стимули­
рованного эха для этого случая показана на рис. 4 
(кривая 1). Как видно из представленных графи­
ков, в отсутствие АМ  амплитуда эха больше, чем 
в первом случае, за счет большего возбуждения 
периферийных участков линии. Форма эха близка 
к форме автокорреляционной функции ЛЧМ -сиг- 
нала, описываемой функцией sin х /х .

Результаты моделирования свидетельствуют о 
том, что разработанный метод позволяет модели­
ровать возбуждение спинового эха импульсами с 
различными видами модуляции, в том числе 
смешанными. Результаты описанной работы мо­
гут быть использованы при подготовке экспери­
ментов с использованием спинового эха и  при 
интерпретации их результатов, а также при раз­
работке спиновых процессоров обработки радио­
сигналов. Также результаты работы могут быть 
применены к анализу формы фотонного эха,

0 t t2 3
а

0 t t2 3



наблюдаемого в световом диапазоне и являю щ е­
гося аналогом спинового эха. В этом случае маг- 
нитно-дипольное взаимодействие заменяется 
электродипольным и вместо уравнений (1) ис­

пользуются оптические уравнения Блоха [7], с 
математической точки зрения идентичные обыч­
ным уравнениям Блоха.
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